
Cours 2:Existence et uuicite pour
x'(t) =f(t,x(H),

(PC) E X (t) =to IR".
Lemme 2.1:Soit f-CID, IR), DCRUR" ouvert.

Alors + (A) est and solution de (PC) six1H

sahisfait equation integrate (formule de Duhamel)
↳

prenue: "osS.fsxsilds.
Definition 2.1:Soil kso.:ECIRAR"-IR"
est dil K-lipschitzience enx sur E lunifor -



mement p.r. t) si

F(t,x,), (t,X)eE, If(tix)-f(tx)) =kA-Xel.

Notation: 131: =,1yi), yeR"
Lemme 2. 2: Soil

G =E(t,x);It-to) = a,Ix-xol=b 3 CR-IR".

Supposons fe CCG, IR), f k-lipschitzienne mnx.
Alors (PC) posside are unique solution x(t)

sur (to-V, to+U], on

r==min[a, b/m3, R =
=max If(t)).
(t,x) = G



Prece: L'unicite sera demonte an exercise.

Pour prouver existence, considious la suit

de Fouchons Exm3 meN. definie sur I =
=(t -V, to +8]

par

sixm(t) -XIE)
XoSt) =to 9

t

alors X(E) va L Xuxilt) =xo +1.fes,XmIsilds, me No.salis faire (a II

formula de Duhamel 50,1,2, ...3

Elape 1: Pour bout me No, t- 1:

(2. 11 Im1H-Xo1 =b,
doc (t, xn(t)) = G(carte => It-tol =a)

Il est clair
que to satisfait (2.1).



Supposons que AmA) sahisfail (2.1), pour un
certain me A. Alors (t, XmleG eL

If (t,m()1 = M, pour
bout toJ. Aisis

Max (H-xo1 =(Sf(,xnsids) = MIt-tol
-Mrb,

don It, Xmx (t)) =G, pour bout t-> 1.

Etape 2:La smile de fouchons [Xm3 est

uniformiment Cauchy, done uniformement
convergente, sur lintervalle 3.
Nous allows mouler par recurrence que



12.2) Kizilt-X; 11?
Mkt-to kit
(j+1)!

L

(it)!
Vjz0fte.

On deduit de cette estimation
que

12.3) (mtp/-XmIt)) I Imp/t) - Xmtp-, (H)
+ (Xmtp-LH) - Xap-z (H)

IXm+,(H-Xm It)
m+p-kij5+

=M
i
=m(j +1)! Fmpa0,

fte.

Paisque la sirie.I est convergent,



12.37 moube que [Xm3 est unit. Cauchy our J.
Pour completer (Elape 2, il rest aprouver (2.2).

Premieremet,
I

IX,( - x(H) = 161.f(s, Xolds) - Mittel =MU

Supposons maintenant (2.2) vrai pour un j =0.

Alors, pour t- y, tsto i

IXjtz(H) -xi) (f(s,X) - f(s,x,)Ids
I kit) -XildsMI* (s-to" deS

to (5+1)!



Mini-tolt MIIt-to masyit2
- - I

(j+2)! (j +2)! (j+2)!

An argument similar prone le cas to 9, t to.

Etape 3:Conclusion

Soil 1:3- IR" la limite uniformed Exm3.
Park Lemme 2. I, il suffit de monher que
salis fait

xH
=x+SIf,xslds, t- 3.

Pour ce faire, hous passons ala bhile m - o



dans l'equation de recurrence qui definit [xm3.
II suffit done de monher

que

f(s,Xm(s)) (f(s,x())
uniformement sur I, lorsque m -> 0, cf. exos.#
Definition 2.2:7:ECRAR"- R" est
dile localement lipschitzienne in x sur E si

pour lout. (1,1) -> I is exist un voisimage I
de (1, 2) dans E et une constant 130 b.g.
fest K-lipschitzienne enx sur I (uniforms -
ment p.r. 5).



Theorize 2.1 (Picard)

Soit Danonvert de RRxR" et (to,x0) - D.

Supposons fe(°(D, R") eff localment
lipschitzienne m xour D. Alors in exist > 0

tel
que (PC) a are unique solution sur (to-8, to+5].

Preune: Puisque Dest overt, it existe a,b>o
d.
g. (to,to)

->GCD, ona est defini an
Game 2.2. Puisque fest localement lipschitzienne,
on pent choisir a.b > 0 (assezpelits) t.g.
f soil lipschitzience mx sur G. La conclusion
dicoule alors du Game 2. 2. It



Dans le cas of nest pas localement lipschitzienne
enx, on a le resultat suivant.

Theorime 2.2 (Cauchy-Peanol
Soit Danonvert de RRxR" et (to,x0) - D.

Supposons fe(°(D, RR"). Alors in exist > 0

tesque (PC) a are solution sur (to-8, to+5].

Prence:of. Kong.
Remarque 2.1:Sons les hypolises du Mm 2.2,
la solution de (PC) pent else unique on non.
Par exemple, comme in andexercises:



·avec f(t,x) =f(x) =Gxh, x +0

O
1
x =0

La solution de (PC) est unique, pour bout XotR

· auef(t,x) =f(x) =V,
(PC) are xo =0 admet are infinitede solutions.

equation Example
2.1:x =1++'x2, X (t) =x.t RR

a Ricalti Avec f(tix): Itt's, on a fe C(RR, IR)
pas integrable
explicitement et fltiz)=2tx continue sur IR"
contrairement

acelle de ↳ f est localement lipschitz.enx et le Chum 2.1

La Strie 1
doune existence of unite, pour hous to, X.

IR


